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Justifique adequadamente todas as respostas.

1. Considere o subconjunto M de R3 definido por(4) {
x2 + y4 = 1

x2 + z2 = 4

a) Justifique que M é uma variedade diferenciável e indique a sua dimensão.

b) Determine o espaço normal e o espaço tangente a M no ponto (x, y, z) = (1, 0,
√

3).

2. Seja B =
{

(x, y) ∈ R2 : x ≥ 2, y ≥ 0, x2 − y2 ≤ 1, x2 + y2 ≤ 9
}

. Use as coordenadas definidas por(4) {
u = x2 + y2

v = x2 − y2

para calcular ∫∫
B

(x2 + y2)xy dx dy.

3. Calcule(4) ∫∫∫
A

x dx dy dz

em que A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, 0 ≤ x ≤ y, 0 ≤ z ≤
√
x2 + y2

}
.

4. Calcule o integral de linha(3) ∫
L

2xy dx+ (x2 − y2) dy

em que L é uma linha de classe C1 unindo um ponto da recta y =
√

3x a um ponto da recta y = −
√

3x.

5. Seja h uma função definida em R2 com valores reais não negativos e de classe C1.(3)

Considere a região U definida por

U = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ h(x, y), x2 + y2 ≤ 1},
a superf́ıcie S definida por

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = h(x, y), x2 + y2 ≤ 1},
e o campo vectorial G : U → R3 definido por

G(x, y, z) = (−xy, x2, yz).
Aplique o teorema da divergência a G em U para mostrar que o fluxo

∫∫
S
G ·ν dS, com ν uma normal unitária

cont́ınua sobre S num sentido por si arbitrado, não depende de h.

6. Seja H : R3 → R3 definida por H(x, y, z) = (y2, xy,−xz).(2)

a) Determine um campo F : R3 → R3 tal que rotF = H.

b) Seja L uma linha fechada de classe C1 no plano x− y = 0. Calcule o integral de linha
∮
L
F · dr.


